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Замечания о многообразиях алгебраических систем 
С. Д. Бродский и С. Р. Когаловский 
Хорошо известна принадлежащая Г. Биркгофу теорема: непустой класс 
алгебр в точности тогда есть многообразие, когда он 1) замкнут относительно 
декартовых произведений, 2) наследственен и 3) замкнут относительно гомо-
морфизмов. В этой теореме первые два условия можно заменить более сла-
бым — замкнутостью относительно поддекартовых произведений. Иначе 
говоря, имеет место. 
Теорема 1. (См. [1], [2].) Непустой класс алгебр в точности тогда есть 
многообразие, когда он замкнут относительно поддекартовых произведений и 
гомоморфизмов. 
Следовательно, для того, чтобы непустой абстрактный класс алгебр К 
был многообразием, необходимо, чтобы для всякой алгебры 21 множество 
ЛГ-конгруэнтностей на 21 было полной подрешёткой решётки ,£?(21) всех кон-
груэнтностей на 2Г. В 1978 г. первый из авторов, используя теоретико-группо-
вые средства, установил, что это условие достаточно, если К—класс групп. 
Оказывается, оно достаточно и в общем случае. Более того, имеет место 
Теорема 2. Непустой абстрактный класс алгебр К в точности тогда 
есть многообразие, когда для всякой алгебры 21 множество К-конгруэнтностей 
на 21 есть полная нижняя подполурешётка и верхняя подполурешётка решётки 
Эта теорема является прямым следствием теоремы 1 и следующей почти 
очевидной теоремы. 
Теорема 3. Пусть абстрактный класс К таков, что для всякой алгебры 
21 множество К-конгруэнтностей на 21 есть верхняя подполурешётка ,£?(21). 
Тогда К гомоморфно замкнут. 
Поступило 9 /IV/ 1980. 
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Действительно, пусть 91=(АГ; Л) —алгебра из А" с множеством образую-
щих X и множеством определяющих соотношений К, 25 — её гомоморфный 
образ. Тогда © представима как (X; и 5, где 5={.у,=Г(|/£|/} —дополни-
тельное множество определяющих соотношений. Пусть У — не пересекающееся 
с X множество, равномощное I, / — взаимно однозначное отображение 1 на У. 
Рассмотрим алгебры 
2ГХ = (Xи У; Л и =/(/)!¿6/}, 212 = ( * и У ; ДЫ {/,- = / ( 0 1 * / } . 
По теореме Тице они изоморфны 21. (См., например, [3], стр. 282). Пусть К — 
абсолютно свободная алгебра с базой х и У , вх—конгруэнтность на и , 
порождённая множеством {(^,/(/))|г'6/}иТ?*, в2 — конгруэнтность, порож-
дённая множеством {(5;, /( /)) |г '6/}и^*, где Л* = {(м, я)|„ы=г>"£.К}. Так 
как 11/0! = 21 и и/в2 = 21, то 01 и б2 — А'-конгруэнтности. Тогда, по условию 
теоремы, в^в2—АГ-конгруэнтность. Но Н/01\/02 = ®- Следовательно, 23 6/¡Г. 
Будем рассматривать алгебраические системы произвольной фиксирован-
ной сигнатуры, не обязательно нормальные в смысле А. Р о б и н с о н а . (См. 
[4], стр. 47). Последнее означает, что для всякой алгебраической системы 21 
равенство в 21 будет пониматься как некоторое отношение эквивалентности, 
стабильное относительно всех основных операций и отношений, в число кото-
рых оно входит. 
Пусть 21=(Л;.Р0, 21'=(А; ...,Я'0, •'••) 
(а<у, Полагаем 21^21', если тождественное преобразование А есть 
гомоморфное отображение 21 на 21'. Множество всех алгебраических систем 
21', определённых на А и таких, что 21 = 21', образует полную решётку. Будем 
обозначать её через ,£?(2X). 
В связи с теоремой 2 естественен следующий вопрос. Пусть К — непус-
той абстрактный класс алгебраических систем. Эквивалентны ли условия: 
I. Для всякой алгебраической системы 21 множество АГ-систем из ЛС(1Г) 
есть полная нижняя подполурешётка и верхняя подполурешётка решётки ; 
II. Дла всякой алгебраической системы 21 множество АГ-систем из .£?(21) 
есть полная подрешётка ^(21); 
III. К—многообразие. 
Рассмотрим язык, содержащий одноместные предикатные символы Р„ 
(л<ш). Пусть 9Л„ (п<о)—одноэлементная модель этого языка, удовлет-
воряющая, системе формул 
{Ух(Р;(х))|(- ^ и} и {Чх(1Р;(х))\1> п}. 
Изоморфное замьшание класса {5Шп|/ксо} удовлетворяет условию I, но не 
удовлетворяет условию II (и, следовательно, не является элементарно аксио-
матизируемым классом). Класс, определяемый предложением \/ху 
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(х=7Л~1Ро(х))> удовлетворяет условию II, но не удовлетворяет условию III. 
Таким образом, условие I слабее условия II, а последнее слабее условия III. 
Однако, имеет место 
Теорема 4. Пусть К — непустой абстрактный класс алгебраических сис-
тем. Тогда условие II равносильно следующему: 
IV. К определяется системой предложений, имеющих вид 
1. У х у . . х п Ш 2. Ух1 . . .*вОР) или 3. УХ1...ХП(Р - 0 , 
где Р и <2 — атомарные формулы, причём Р имеет предикатный вид, то есть 
вид Р(х1 , ..., х!к), где Р — предикатный символ. 
Условие II следует из IV очевидным образом. Во имя большей прозрач-
ности и компактности доказательства обратное докажем для случая, когда 
К — класс моделей. 
Пусть К удовлетворяет условию II. Тогда он и-замкнут в смысле [1] (тео-
рема 28) и, следовательно, определяется универсальными предложениями хор-
новского вида. Так как всякое предложение а= \/хг, хп(~]Р\/0) такое, что 
Р есть х~х}, эквивалентно предложению, образованному из а заменой 
вхождений Xj вхождениями х{ и отбрасыванием (указанного) вхождения "1Р, 
то К определим системой 2 (несократимых в К) универсальных хорновских 
предложений вида V , ..., х„ (Фг V... V ФР), где. Ф; — атомарная формула или 
отрицание атомарной формулы предикатного вида1). 
Покажем, что каждое предложение из 2 имеет вид 1, 2 или 3. Допустим 
противное, то есть что некоторое предложение а из 2 таково: 
\/л:1...хт("1Р1\/...У_1Р„У6), где Р{ — атомарные формулы предикатного 
вида, а 2 — атомарная формула или пустое слово. Несократимость о (в К) 
означает, что в К существуют модель 931!, определённая на {аг, ...,ат), и 
модель 5Ш2, определённая на ..., Ьт}, такие, что 
(= Р»{а1г ...,ат)А...АР„(а1, ..., ат)А К}(а1г - . О . 
т2 м Л ( г > 1 , . . . . ь т ) Л Р 3 ( ь 1 , . . . , ьт)А...АР„(ь1,..., ът)А ..., ьту 
Пусть С= {с1 = (а1, Ьг), ..., ст = (ат, Ьт)}. Обозначим через модель из 
такую, что 1= =с ] равносильно а^ = а}, а 1= Ра(с^, ..., с^) равно-
сильно Ж)̂ (= Р-а(а1, ..., а^. Аналогично определяем Так как ^ и 
О Для случая, К-класс алгебраических систем, не являющихся моделями, доказательство 
этого утверждения использует идею доказательства теоремы 3. Остальная часть доказатель-
ства теоремы 4 переносится на этот случай почти без изменений. 
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9 Í 2 R : 2 ) Í 2 , ТО И 9 1 2 принадлежат К. Тогда, по условию теоремы, S^VÍlg 6 АГ. Но 
N Р^с,, ..., ст)Л-"Л-Рц(с1> cm)MQ(Cl, ..., c j . 
Следовательно, V'S^N Iff. Значит, V Í К- Пришли к противоречию. 
Заметим, что теорема 2 является непосредственный следствием теоремы 4. 
Заметим также, что если ограничиться рассмотрением лишь нормальных 
систем, то теорема 4 перестаёт быть верной. Более того, в этом случае через 
свойство решёток i f (21) не выразимы свойства класса быть универсально аксио-
матизируемым, квазимногообразием, многообразием и т. д. Однако, если пред-
положить, что класс К является универсальным хорновским классом, экви-
валентность условий II и IV сохраняется. Доказательство этого утверждения 
можно получить путём незначительной модификации рассуждений, применён-
ных в доказательстве теоремы 4. 
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